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この解答例は多分に間違えてる可能性があるので注意しながら閲覧すること．問題文はWebペー
ジにアップロードされているのでそちらを参照．間違いを見つければできる限り連絡すること．

１ (1)

bici ≡ 1(mod mi)となる整数 ci が存在するとは，
bici−1 = miyとなる整数 ci, yが存在するということ
であり，すなわち bici−miy = 1である．これは「0で
ない整数 a, bの最大公約数を dとすれば，d = ax+by

となる整数 x, yが存在する．」ということと，biとmi

が互いに素であることから証明される．

１ (2)

x = a1b1c1 + a2b2c2 + a3b3c3 は，(1)より bici ≡
1(mod mi) であり，また bi ≡ 0(mod mj) (i ̸= j)
であることより，x ≡ a1 + 0 + 0(mod m1), x ≡
0 + a2 + 0(mod m2), x ≡ 0 + 0 + a3(mod m3)とな
り証明される．

１ (3)

x ̸≡ x′(mod m)であれば x− x′ ≡ d(mod m) (d ̸=
0)となる dが存在する．これは (*)の解であること
から mi (i = 1, 2, 3) の全てで割り切れることから
d = nLCM(m1,m2,m3) = nm (n ∈ Z)である必要
があるので矛盾する．よって，x ≡ x′(mod m)である．

１ (4)

この程度の大きさなら気合いで探すのも可．ユーク
リッドの互除法を用いて ci を求める．答えは 101．

２ (1)

σ4 = e, τσ = σ3τ より，σ は正方形の 90度回転，
τ は裏返しに相当する．

２ (2)

D4 = {e, σ, σ2, σ3, τ, στ, σ2τ, σ3τ}

２ (3)

σ3τστσ2τ = τ

２ (4)

Hの要素 h = τ とD4の要素 g = σで正規部分群で
あるかを確認する．もしHがD4の正規部分群であれ
ば ghg−1 = hとなるはずであるが，στσ3 = τσ2 ̸= τ

であるので正規部分群ではない．

２ (5)

H に e が含まれるので，D4 の全てが含まれる．
よって左剰余類分解した結果は D4 と同値であり
{e, σ, σ2, σ3, τ, στ, σ2τ, σ3τ}である．

３ (1)

p(x)をZ3上の多項式として因数分解すると p(x) =
x3+x+1 = x3−2x+4 = (x2−2x+2)(x+2)となる．
それに対して q(x)は仮に因数分解することができると
仮定して (ax2+bx+c)(dx+e) = adx3+(ae+bd)x2+
(cd + be)x + ceとおくと，ad = 1, ae + bd = 0, cd +
be = 2, ce = 1となり，a = d ̸= 0, c = e ̸= 0 →
a(b + c) = 0, (a + b)c = 2 → b = −c, (a − c)c = 2
である必要があり，a ̸= 0より矛盾．よって q(x)は
Z3 上で既約である．
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３ (2)

αが q(x) = 0の解であることからα3 = −2α−1で
ある．これを用いて (α2 +α+1)(α2 +1) = α4 +α3 +
2α2 +α+1 = (α+1)(−2α−1)+2α2 +α+1 = −2α

３ (3)

(α2+α+1)(xα2+yα+z) = xα4+(x+y)α3+(x+
y+z)α2+(y+z)α+z = (xα+x+y)(−2α−1)+(x+
y+z)α2+(y+z)α+z = (−x+y+z)α2+(−3x−y+
z)α+(−x−y+z)よって x = 1/2, y = −1/2, z = 1と
なり，これは Z3において x = 2, y = −2 = 1, z = 1
であるので，(α2 + α + 1)−1 = 2α2 + α + 1となる．

３ (4)

ax3 + bx2 + cx + d の解が α2 + 1 になればよい．
(α2 +1)2 = α(−2α− 1)+2α2 +1 = −α+1，(−α+
1)(α2 +1) = −α3 +α2 −α+1 = α2 +α+2，a(α2 +
α+2)+ b(−α+1)+ c(α2 +1)+d = (a+ c)α2 +(a−
b)α+(2a+b+c+d) = 0，a = b = 1, c = −1, d = −2．
よって x3 + x2 − x − 2の解は α2 + 1を含む．

３ (5)

αの位数は 26であるので，元の位数として可能な
自然数はその約数である 2，13，26である．
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